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1. Εξετάστε αν ισχύει καθένα από τα ακόλουθα. Αν ισχύει, δώστε πλήρη απόδειξη. Αν δεν ισχύει, δώστε
κατάλληλο αντιπαράδειγµα.

(i) (3%) Αν η ακολουθία (an)n∈N είναι ϕραγµένη, τότε η σειρά
∑+∞

n=1 an συγκλίνει.

(ii) (3%) Αν η σειρά
∑+∞

n=1(an + bn) συγκλίνει, τότε και οι δυο σειρές
∑+∞

n=1 an και
∑+∞

n=1 bn συγ-
κλίνουν.

(iii) (3%) Αν µια συνάρτηση είναι οµοιόµορφα συνεχής, τότε η παράγωγος της υπάρχει και είναι
ϕραγµένη.

(iv) (3%) Αν µια συνάρτηση είναι ορισµένη σε ανοικτό διάστηµα και είναι συνεχής, τότε σίγουρα δεν

είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(v) (3%) Αν µια συνάρτηση είναι ολοκληρώσιµη, τότε είναι υποχρεωτικά οµοιόµορφα συνεχής.

(vi) (3%) Αν η f : [0,∞) → [0,+∞) είναι ϕραγµένη, τότε το χωρίο που καθορίζεται από το γράφηµα
της και τον άξονα των x, έχει πεπερασµένο εµβαδόν.

(vii) (3%) Αν µια συνάρτηση είναι ολοκληρώσιµη, τότε όλα τα κάτω αθροίσµατα που αντιστοιχούν σε
αυτήν είναι µεταξύ τους ίσα.

(viii) (3%) Αν το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης ισούται µε µηδέν, τότε η συνάρτηση είναι παντού µηδέν.

(ix) (3%) Αν µια συνάρτηση έχει ένα µόνον σηµείο ασυνέχειας, τότε είναι ολοκληρώσιµη και το
αόριστο ολοκλήρωµα της είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση.

(x) (3%) Αν το γινόµενο δυο συναρτήσεων είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε κάθε µια από τις δυο
είναι ολοκληρώσιµη.

2. (10%) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f :
(
0, π2

)
→ R µε τύπο

f(x) =

∫ sinx

− cosx

1√
1− t2

dt, x ∈
(
0,
π

2

)
,

είναι σταθερή.

3. (10%) Αποδείξτε ότι
1

7
√
2
≤
∫ 1

0

x6√
1 + x2

dx ≤ 1

7
.

4. (10%) Ας είναι f : [0, 1]→ R µια συνεχής συνάρτηση. Παραγωγίζοντας τα δύο µέρη, αποδείξτε ότι∫ x

0
f(u)(x− u) du =

∫ x

0

(∫ u

0
f(t) dt

)
du, x ∈ [0, 1].

5. (10%) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : (0, 1) ∪ (1, 2)→ R µε τύπο

f(x) =

{
0, x ∈ (0, 1)

1, x ∈ (1, 2)

Χρησιµοποιώντας τον σχετικό (ε− δ) ορισµό, δείξτε ότι η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.



6. (10%) Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά

+∞∑
n=10

(−1)n+2 cos
n

n2 + 2
.

7. (10%) Ο κύκλος µε κέντρο το σηµείο (−1,−1) και ακτίνα
√
2 χωρίζεται από τους άξονες σε τρία χωρία.

Υπολογίστε τα εµβαδά αυτών των χωρίων, χωρίς να ϑεωρήσετε γνωστό ότι το εµβαδόν E του κύκλου
ακτίνας r δίνεται από τον τύπο E = πr2.

8. (10%) Ας είναι n ∈ N και Tn,f,x0(x) το πολυώνυµο Taylor ϐαθµού n, γύρω από το σηµείο x0, για τη
συνάρτηση f : R → R µε τύπο f(x) = sinx, x ∈ R. Υπολογίστε την τιµή της (2n)−τάξης παραγώγου
T
(2n)
2n,f,0(0).


